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1 Úvod

Ćılem této práce je sestavit matematický model letadla F16 v podélné ose a realizovat ř́ızeńı
sklonu letadla pomoćı nějakého optimálńıho regulátoru. Podélný model letadla má tři stupně vol-
nosti a vstupem je úhel vychýleńı výškového kormidla. Aby bylo dosaženo dobré věrohodnosti
chováńı letadla, byl sestaven kompletńı nelineárńı matematický model s využit́ım aerodyna-
mických charakteristik naměřených na zmenšeném modelu letadla v aerodynamickém tunelu.
Pro aplikaci metod moderńı teorie ř́ızeńı je nutné nejprve model linearizovat a teprve poté navr-
hovat regulátor. Navržený regulátor byl nakonec odzkoušen na p̊uvodńım nelineárńım modelu.

Nevýhoda tohoto postupu spoč́ıvá v tom, že navržený regulátor odpov́ıdá dobře p̊uvodńımu
modelu pouze v okoĺı pracovńıho bodu, kde byl systém linearizován. V praxi se to řeš́ı navržeńım
několika regulátoru pro linearizované modely v r̊uzných pracovńıch bodech. V provozu se tyto
regulátory přeṕınaj́ı podle aktuálńıch hodnot stavových veličin. Tato metoda se nazývá gain
scheduling.

2 Matematický model

V celém textu budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı:

vT - celková rychlost letadla, [m/s]
u - složka rychlosti ve směru x, [m/s]
w - složka rychlosti ve směru z, [m/s]
θ - úhel sklonu letadla, [rad]
q - úhlová rychlost letadla, [rad/s]
xE - x-souřadnice letadla v̊uči zemi, [m]
zE - z-souřadnice letadla v̊uči zemi, [m]
CXT

- celkový aerodynamický koeficient v ose x, [-]
CZT

- celkový aerodynamický koeficient v ose z, [-]
CMT

- celkový aerodynamický moment, [-]
CD - koeficient vztlaku letadla, [-]
CL - koeficient odporu letadla, [-]
CM - koeficient momentu letadla, [-]

Fyzikálńı konstanty:

g 9.81 - gravitačńı zrychleńı, [m/s2]
ρ 1.225 - hustota vzduchu, [kg/m3]
m 9295 - hmotnost letadla, [kg]
Iy 75673 - moment setrvačnosti letadla, [kg.m2]
S 27.87 - plocha kř́ıdla, [m2]
δ 〈−25, 25〉 - výchylka výškovky, [deg]
FT 130 - maximálńı tah motoru, [kN]
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2.1 Soǔradné soustavy

Při popisu kinematiky letu budeme puž́ıvat tři souřadné soustavy. Soustava SE je spojena se
zemským povrchem. Soustava SB je pevně svázaná s letadlem, jej́ı počátek se voĺı v těžǐsti
letadla T, podélná osa XB lež́ı v podélné ose letadla. Aerodynamická souřadná soustava SW má
směr XW shodný s vektorem rychlosti V nab́ıhaj́ıćıho vzduchu.
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Obrázek 1: Souřadné soustavy.

Při takto zavedených soustavách můžeme pro pohyb letadla psát

ẋE = u cos θ + w sin θ, (1)

żE = −u sin θ + w cos θ, (2)

vT =
√
u2 + w2, (3)

α = arctan
w

u
. (4)

2.2 Pohybové rovnice

Pro letadlo pevně svázané se souřadnou soustavou SB, konaj́ıćı pod vlivem vněǰśıch sil a mo-
ment̊u posuvný a rotačńı pohyb, plat́ı pro výslednou vněǰśı śılu

F =
d

dt
(mV) + ω ×mV, (5)

kde V je rychlost pohybu těžǐstě a ω je celková úhlová rychlost letadla vzhledem k souřadné
soustavě země SE . Vzhledem k tomu, že sestavujeme rovnice pouze pro podelný pohyb má
vektor ω pouze jednu složku q udávaj́ıćı úhlovou rychlost okolo osy YB.

Celkovou śılu F rozeṕı̌seme do jednotlivých složek ve směrech os XB a ZB

Fx = m(u̇+ qw), (6)

Fz = m(ẇ − qu), (7)

kde śıly Fx a Fz závisej́ı na aerodynamických silách, tahu motoru a na pr̊umětech hmotnosti
letadla do jednotlivých os.

Fx = FT +
1

2
ρSCXT

v2T −mg sin θ (8)

Fz =
1

2
ρSCZT

v2T +mg cos θ (9)
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Pro výsledný moment p̊usob́ıćı na letadlo plat́ı rovnice

M =
dH

dt
+ ω ×H, (10)

kde H = Iω je moment hybnosti letadla. Pro náš rovinný model má matice I pouze složku Iy a
pro výsledný moment okolo osy YB plat́ı

My = q̇Iy, (11)

My =
1

2
ρSCMT

v2T . (12)

Na základě výše uvedených odvozeńı můžeme celou kinematiku letadla popsat pomoćı sou-
stavy čtyřech rovnic

u̇ =
Fx

m
− qw − g sin θ, (13)

ẇ =
Fz

m
+ qu+ g cos θ, (14)

q̇ =
My

Iy
, (15)

θ̇ = q. (16)

2.3 Aerodynamické koeficienty

Ve výše uvedených odvozeńıch závisely aerodynamické śıly na celkových aerodynamických ko-
eficientech CXT

, CZT
v osách XB, ZB a na celkovém aerodynamickém momentu CMT

. Tyto
parametry zavisej́ı na mnoha veličinách, předevš́ım na úhlech náběhu aerodynamických ploch a
jsou zjǐst’ovány měřeńım v aerodynamickém tunelu.

Pro náš model jsme použili data pocházej́ıćı z výzkumného centra NASA Ames and Lan-
gley, kde byly poř́ızeny měřeńım v aerodynamickém tunelu na zmenšeném modelu letadla F16.
Z těchto dat jsme separovali hodnoty pro podelný model letadla a vzali v úvahu pouze základńı
členy odporu, vztlaku a momentu. Zanedbali jsme tedy členy závisej́ıćı na rychlosti letu a na
daľśıch aerodynamických prvćıch jako je např́ıklad pohyblivá náběžná hrana kř́ıdla.

Pro celkové aerodynamické koeficienty v našem př́ıpadě plat́ı

CXT
= −CD(α, δ), (17)

CZT
= −CL(α, δ), (18)

CMT
= CM (α, δ). (19)
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Obrázek 2: Aerodynamické koeficienty.

2.4 Simulace

Nelineárńı model byl odzkoušen v programu SIMULINK. Na obrázku (3) je vidět celkový model.
Blok Forces (obr. 4) vypoč́ıtává aerodynamické śıly. Aerodynamické koeficienty jsou źıskávány
v závislosti na úhlech θ a δ lineárńı interpolaćı v bloku Aerodynamic coefficients (obr. 5).
Blok 3DoF z Aerospace blocksetu realizuje pohybové rovnice.

Vstupem modelu je výchylka výškovky δ a zobrazované výstupy jsou letové veličiny θ, α, vT
a trajektorie letu. Počátečńı podmı́nky simulace byly vT = 150 m/s, θ = 0.05 rad, α = 0.05 rad
a tah motoru FT = 100 kN. Na obrázćıch (6) a (7) je vidět výsledek simulace po dobu letu 10 s.
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Obrázek 3: Celkový nelineárńı model.
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Obrázek 4: Blok Forces.

3
Cm

2
Cl

1
Cd

u
 k

f

PreLook-Up
Index Search2

u
 k

f

PreLook-Up
Index Search1

180/pi

Gain2

180/pi

Gain1

 2-D T(k,f)

Cm - table

 2-D T(k,f)

Cl - table

 2-D T(k,f)

Cd - table

2
delta (rad)

1
alpha (rad)

Obrázek 5: Blok Aerodynamic coefficients.
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Obrázek 6: Letové veličiny při simulaci pro r̊uzné výchylky výškovky.
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Obrázek 7: Trajektorie letu po dobu 10 s při r̊uzných výchylkách výškovky.

3 Linearizace

Pro návrh regulátoru potřebujeme źıskat diskrétńı linearizovaný model ve tvaru

x(k + 1) = Mx(k) + Nu(k), (20)

y(k) = Cx(k) + Du(k).

Nelineárńı model byl linearizován v programu MATLAB pomoćı funkce linmod a diskretizován
s periodou Ts = 0.05 s. Stavový vektor byl zvolen x = [θ, u, w, q]T . Linearizace byla provedena
v pracovńım bodě

x0 = [0.05 rad, 149.8 m/s, 7.5 m/s, 0 rad/s]T ,

který odpov́ıdal počátečńımu stavu simulace nelin. modelu z předchoźı kapitoly. Matice lineari-
zovaného systému jsou

M =


1.0000 −0.0000 0.0000 0.0500
−0.4901 1.0012 −0.0067 −0.4125
−0.0233 −0.0021 0.9461 7.2859
−0.0000 −0.0000 0.0002 1.0006

 ,N =


−0.0001
−0.0018
−0.0266
−0.0026

 , (21)

C =
[

180/π 0 0 0
]
, D =

[
0
]
.

Vstupem systému je úhel vychýleńı výškovky δ a výstupem je sklon letadla θ.
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4 Ř́ızeńı

Ve cvičeńı z předmětu MTR jsme procvičovali návrhy r̊uzných regulátor̊u. Nezkoušeli jsme však
jejich vzájemné porovnáńı, které nás zaj́ımalo a rozhodli jsme se proto pro linearizovaný model
letadla navrhnout tři r̊uzné regulátory, a to:

1. LQ regulátor sledováńı.

2. Analytický prediktivńı regulátor bez omezeńı.

3. Prediktivńı regulátor s omezeńım ř́ıd́ıćı výškovku pomoćı funkce quadprog.
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Obrázek 8: Konvergence kalmanova ześıleńı K u LQ regulátoru.

Abychom mohli všechny regulátory porovnat, zvolili jsme shodné parametry, a to:

• referenčńı úhel θ = 25◦

• parametry kvadratického kritéria Q = 5 a R = 1

• délku simulace 10 s, které odpov́ıdá N = 200 vzork̊u při periodě vzorkováńı Ts = 0.05 s

• pro prediktivńı regulátory délku predikce 50 krok̊u
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Obrázek 9: Časové pr̊uběhy prediktivńıho regulátoru s omezeńım.
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Obrázek 10: Porovnáńı všech třech regulátor̊u.

Z porovnáńı všech regulátor̊u na obrázku (10) je patrné, že jsou prakticky shodné. To je
zp̊usobeno použit́ım kvadratického kritéria u všech návrh̊u. Pouze prediktivńı regulátor s ome-
zeńım akčńıho zásahu má pochopitelně pomaleǰśı odezvu.
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4.1 Ř́ızeńı nelineárńıho modelu

Na obrázku (11) je blokové schéma použité pro testováńı regulátoru na nelineárńım modelu.
Funkčnost navrženého LQ regulátoru byla ověřena při ř́ızeńı letadla na několik úhl̊u sklonu.
Výsledky jsou na obrázćıch (12) a (13).
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Obrázek 11: Blokový model použitý k testováńı regulátor̊u na nelin. modelu.
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Obrázek 12: Ř́ızeńı nelin. modelu LQ regulátorem pro r̊uzné úhly sklonu (stavové veličiny a vstup).
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Obrázek 13: Ř́ızeńı nelin. modelu LQ regulátorem pro r̊uzné úhly sklonu (trajektorie letu po dobu 10 s).
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Obrázek 14: Srovnáńı chovańı LQ regulátoru na lineárńım a nelineárńım modelu.
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5 Závěr

Podařilo se nám sestavit podrobný nelineárńı matematický model letadla F16 v podelné ose.
Výsledky simulace celkem odpov́ıdaj́ı předpoklad̊um chováńı skutečného letadla.

Pro linearizovaný model letadla bylo navrženo několik kvadraticky optimálńıch regulátor̊u,
které dávaly velmi podobné výsledky. LQ regulátor byl poté odzkoušen i na p̊uvodńım ne-
lineárńım modelu, kde vykazoval taktéž velmi dobré výsledky a to dokonce v širokém rozsahu
regulované veličiny úhlu sklonu letadla θ. Na obrázku (13) jsou vidět trajektorie letu pro r̊uzné
úhly sklonu letadla od -25◦ do +45◦. Srovnáńı odezvy lineárńıho a nelineárńıho modelu vycháźı
taktéž velmi podobně. Z provedených experiment̊u tedy můžeme usoudit, že optimálńı regulátory
navržené pro linearizovaný systém můžeme v tomto př́ıpadě s úspěchem použ́ıt i pro skutečný
nelineárńı model.

Reference
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