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30.11.2006

1 Stochastické systémy

1.1 Zadáńı

Uvažujte zjednodušený model vodovodńı rozvodné śıtě jako čtyři spojené nádoby a dvě
čerpadla (Obrázek 1). Uvažujte neměřené odběry vody z nádrž́ı, které modelujte jako náhodné
šumy procesu a dále šumy měřeńı výšky hladiny v tanku 1 a 2, které mohou být dány např́ıklad
použit́ım jednoduchého sńımače a rozvlněné hladiny.

Obrázek 1: Model vodovodńı śıtě jako čtyři spojené nádrže

Proved’te diskretizaci a doplňte model na stochastický přidáńım šumu procesu a šumu
měřeńı

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t),
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Tabulka 1: Parametry modelu vodovodńı rozvodné śıtě

výška hladiny v i-té nádrži hi m

výšky hladin v pracovńım bodě h0
(

9.99 9.98 3.26 1.83
)T

m
pr̊utok i-tým čerpadlem qi m3.s−1

pr̊utoky v pracovńım bodě q0
(

0.6 0.8
)T

m3.s−1

plocha pr̊uřezu i-té nádrže Ai 3 m2

plocha pr̊uřezu výtoku i-té nádrže ai 0.05 m2

poloha i-tého ventilu γi 0.3

s vlastnostmi šumu

E {v(t)} = 0, E {e(t)} = 0, cov

{
v(t)
e(t)

}
=

(
Q 0
0 R

)
.

Kovariančńı matice Q, R vhodně zvolte k velikosti deterministického signálu.

1.2 Stavový popis

Dle zadáńı je linearizovaný model kolem pracovńıho bodu je následuj́ıćı

ẋ(t) =


− 1

T1
0 A3

A1T3
0

0 − 1
T2

0 A4
A2T4

0 0 − 1
T3

0
0 0 0 − 1

T4

x(t) +


γ1

A1
0

0 γ2

A2

0 (1−γ2)
A3

(1−γ1)
A4

0

u(t),

y(t) =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
x(t),

kde Ti = Ai
ai

√
2h0

i
g . Vektor stavu představuje odchylky výšky jednotlivých hladin od pracovńıho

bodu x(t) =
(

∆h1(t) ∆h2(t) ∆h3(t) ∆h4(t)
)T

,akčńım zásahem jsou odchylky pr̊utoku

čerpadly oproti pracovńımu bodu u(t) =
(

∆q1(t) ∆q2(t)
)T

a koeficienty maj́ı významy
podle tabulky 1.

Tento systém diskretizujeme s periodou Ts = 0.3 s a doplň́ıme na stochastický model
přidáńım b́ılého šumu procesu a měřeńı. Stavové rovnice pak jsou:

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t),

Kovariančńı matice voĺıme

Q =


0.1 0 0 0
0 0.1 0 0
0 0 0.1 0
0 0 0 0.1

 , R =

(
0.5 0
0 0.5

)
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1.3 Simulace

Pro b́ılý šum odpov́ıdá středńı hodnota veličiny stochastického systému veličině determinis-
tického systému. Proto nejprve simulujeme pr̊uběh po dobu T = 4000 s bez šumu. T́ım
zjist́ıme středńı hodnoty signál̊u. Poté simulujeme se šumem.

Obrázek 2: Pr̊uběh vstupu, stav̊u a výstupu

1.4 Ustálená kovariance Pyy výstupu y(t)

K výpočtu ustálené kovariančńı matice vstupu Pxx pomoćı Lyapunovy rovnice využijeme v
MATLABu př́ıkaz dlyap.

Pxx = dlyap(A,Q)

Z ustálené kovariančńı matice vstupu pak dopoč́ıtéme ustálenou kovariančńı matici výstupu
Pyy

Pyy = CPxxCT + R

Ustálené kovariančńı matice źıskané výpočtem z Lyapunovy rovnice se shoduj́ı s maticemi
vypoč́ıtanými v ustáleném stavu simulace.

Pyy =

(
0.9041 0

0 0.9175

)
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Obrázek 3: Realizace výstupu pro r̊uzné šumy v porovnáńı se středńı hodnotou

2 LMS odhad

2.1 Zadáńı

Uvažujte, že máte k dispozici data populace udávaj́ıćı pro každého jedince jeho výšku h a
váhu m. Na základě těchto dat nalezněte LMS odhad, který bude z výšky odhadovat váhu ve
tvaru

m̂LMS(h) = ah + b

2.2 Řešeńı

Nejprve spoč́ıtáme středńı hodnotu výšky Eh a středńı hodnotu váhy Em z vygenerovaných
dat. Dále

Phh = ε
{
(h − Eh)(h − Eh)T

}
Pmh = ε

{
(m − Em)(h − Eh)T

}
Pro lineárńı odhad minimalizuj́ıćı středńı kvadratickou chybu pak plat́ı:

b = Em − aEh

aPhh − Pmh = 0

Tyto rovnice můžeme pro regulárńı matici Phh upravit na tvar

b = Em − PmhP−1
hh Eh

a = PmhP−1
hh
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Numerické řešeńı je závislé na náhodně vygenerovaných datech, např́ıklad:

Eh = 1.30
Em = 63.68
Phh = 153.28
Pmh = 5998

a = 39.13
b = 12.66

To vede na lineárńı kvadraticky optimálńı odhad závislosti váhy na výšce

m̂LMS(h) = 39.13h + 12.66

Obrázek 4: Závislost váhy na výšce

2.3 Poznámka

Zadaný generátor s velkou pravděpodobnost́ı generuje i záporné hmotnosti. To je sice fyzikálně
nemožné, ale pro účel našeho výpočtu LMS to nevad́ı, a proto tento př́ıpad neošetřujeme a
vybrali jsme numerický př́ıpad, kde k tomuto jevu nedocháźı.
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3 Kalman̊uv filtr

3.1 Zadáńı

Pro stochastický systém z bodu 1 navrhněte Kalman̊uv filtr. Nejprve při návrhu uvažujte
známé stochastické parametry Q, R (zvolené hodnoty z bodu 1). Následně vyzkoušejte
několik návrh̊u pro jiné hodnoty Q a R (př́ıpad kdy je dopředu neznáte). Jaký je vliv Q, R
na

• časové pr̊uběhy odhadu stav̊u x̂(t) a výstup̊u ŷ(t),

• ustálenou hodnotu Kalmanova ześıleńı L a póly uzavřené smyčky A − LC.

Analyzujte vliv špatného předpokladu o vlastnostech šumu, které jste uvažovali při návrhu
Kalmanova filtru.

Pro Kalman̊uv filtr se správnými parametry šumu nalezněte ustálenou hodnotu Kalma-
nova ześıleńı a jemu odpov́ıdaj́ıćı časově neproměnný Kalman̊uv filtr. Porovnejte jej s časově
proměnným.

3.2 Návrh filtru

Kalman̊uv filtr řeš́ı úlohu odhadováńı stavu stochastického systému na základě optimálńıho
LMS odhadu. Algoritmus výpočtu Kalmanova filtru generuje posloupnost odhadu stavu x̂(k|k)
a kovariačńı matice chyb odhadu P(k|k), přičemž odhad stavu x̂(k|k) v každém kroku mini-
malizuje kritérium

JLMS = trace P(k|k).

Vlastńı algoritmus můžeme rozdělit do dvou krok̊u. V datovém kroku oprav́ıme odhad
stavu v čase k na základě dat až do času k−1 a chyby odhadu výstupu násobené Kalmanovým
ześıleńım. Podobně oprav́ıme i kovariačńı matici P.

x̂(k|k) = x̂(k|k − 1) − L′(k)ε(k|k − 1),
P(k|k) = P(k|k − 1) − L′(k)CP(k|k − 1),

kde ε(k|k − 1) = y(k) − ŷ(k|k − 1).
V časovém kroku vypoč́ıtáme odhad stavu pro následuj́ıćı čas k + 1 z odhadu stavu a ze

znalost́ı dat až do času k. Podobně provedeme odhad i pro výpočet kovariančńı matice chyb
odhadu P(k + 1).

x̂(k + 1|k) = Ax̂(k|k) + Bu(k),
P(k + 1|k) = AP(k|k − 1)AT + Q,

Kalmanovo ześıleńı celého filtru je pak

L(k) = AL′(k).
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3.3 Variace parametr̊u

Nejprve při konstantńı matici R z bodu 1 navrhujeme Kalman̊uv filtr pro matice Q1 = Q,
Q2 = Q

1000 a Q3 = 1000Q odvozené od kovariančńı matice Q z bodu 1. Sledujeme vývoj
odhadu stav̊u x3 a x4 a výstup̊u y1 a y2, které př́ımo odpov́ıdaj́ı prvńım dvěma stav̊um.

Obrázek 5: Závislost odhadu výstup̊u a stav̊u na volbě Q
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Obdobně při fixńım Q sledujeme závislost odhadu výstup̊u a stav̊u na volbě matice
R1 = R, R2 = R

1000 a R3 = 1000Q odvozené od kovariančńı matice R z bodu 1.

Obrázek 6: Závislost odhadu výstup̊u a stav̊u na volbě R

Odhady jsou v́ıce zašuměné pro př́ılǐs velké Q. Malé Q sice poskytuje málo zašuměný
odhad, ale vede na méně stabilńı řešeńı. Volba R je analogická. Př́ılǐs malé R zp̊usob́ı horš́ı
odhady stav̊u, ale pro velké R jsou póly uzavřené smyčky A − LC méně stabilńı. Správná
volba kovariančńıch matic je proto d̊uležitá.

Obrázek 7: Závislost L na volbě Q

Kalman̊uv filtr je optimálně nastaven pro šum odpov́ıdaj́ıćı šumu na realném systému, při
změnách kovarianćı šumu však dojde k zvýšeńı chyby v odhadu stavu.
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Obrázek 8: Póly A − LC v závislosti na volbě Q

Obrázek 9: Póly A − LC v závislosti na volbě R
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