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1 Stochastické systémy
1.1  Zadani

Uvazujte zjednoduseny model vodovodni rozvodné sité jako ¢tyfi spojené nadoby a dvé
¢erpadla (Obrazek 1). Uvazujte neméfené odbéry vody z nadrzi, které modelujte jako nahodné
Sumy procesu a dale Sumy méreni vysky hladiny v tanku 1 a 2, které mohou byt dany napiiklad
pouzitim jednoduchého snimace a rozvlnéné hladiny.
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Obrazek 1: Model vodovodni sité jako ¢tyfi spojené nadrze

Proved'te diskretizaci a dopliite model na stochasticky pfiddnim Sumu procesu a Sumu
meéfeni
z(t+1) = Az(t)+ Bu(t) +v(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t),

~—



Tabulka 1: Parametry modelu vodovodni rozvodné sité

vyska hladiny v i-té nadrzi

vysky hladin v pracovnim bodé
prutok i-tym ¢erpadlem

prutoky v pracovnim bodé

plocha prufezu i-té nadrze

plocha prufezu vytoku i-té nadrze
poloha i-tého ventilu

h
hO
qi
qo
A;
a;
i

m
T
(9.99 9.98 3.26 1.83) m
mg’.sf1
T
(0.6 0.8) m3.s1
3 m?
0.05 m?2
0.3

s vlastnostmi Sumu

E{o(t)} =0, E{e(t)} =0, cov{ zgg }: ( ‘3 g)

Kovarianéni matice Q, R vhodné zvolte k velikosti deterministického signélu.

1.2 Stavovy popis

Dle zadéni je linearizovany model kolem pracovniho bodu je nésledujici
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kde T; = ’2—;\ / 2%. Vektor stavu predstavuje odchylky vysky jednotlivych hladin od pracovniho

T
bodu z(t) = ( Ahi(t) Aho(t) Ahg(t) Aha(t) ) akénim zésahem jsou odehylky prittoku

T
cerpadly oproti pracovnimu bodu u(t) = ( Aqi(t) Age(t) ) a koeficienty maji{ vyznamy

podle tabulky 1.

Tento systém diskretizujeme s periodou Ts = 0.3 s a doplinime na stochasticky model
pfidanim bilého Sumu procesu a méfeni. Stavové rovnice pak jsou:

z(t+1) =
y(t) =

Kovarianéni matice volime

01 0 O
0 01 O
Q= 0 0 01
0 0 0

Az(t) + Bu(t) + v(t),
Cz(t) + Du(t) + e(t),



1.3 Simulace

Pro bily Sum odpovida stfedni hodnota veli¢iny stochastického systému veli¢iné determinis-
tického systému. Proto nejprve simulujeme pribéh po dobu 7' = 4000 s bez Sumu. Tim
zjistime stfedni hodnoty signali. Poté simulujeme se sumem.
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Obréazek 2: Prubéh vstupu, stava a vystupu

1.4 Ustélena kovariance P, vystupu y(t)

K vypoctu ustalené kovariancni matice vstupu P,, pomoci Lyapunovy rovnice vyuzijeme v
MATLABu piikaz dlyap.

Pxx = dlyap(A7 Q)

7 ustalené kovarianéni matice vstupu pak dopoc¢itéme ustalenou kovarianéni matici vystupu

Pyy

P, =CP,CT +R

Ustalené kovarian¢ni matice ziskané vypoctem z Lyapunovy rovnice se shoduji s maticemi
vypocitanymi v ustaleném stavu simulace.
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Obrézek 3: Realizace vystupu pro rizné sumy v porovnani se stiedni hodnotou

2 LMS odhad
2.1 Zadani

Uvazujte, ze mate k dispozici data populace udavajici pro kazdého jedince jeho vysku h a
vahu m. Na zdkladé téchto dat naleznéte LMS odhad, ktery bude z vysky odhadovat vahu ve
tvaru

mryvs(h) =ah+b
2.2 Reseni

Nejprve spocitame stiedni hodnotu vysky Ej a stfedni hodnotu vahy E,, z vygenerovanych
dat. Déle

Ppp = ¢ {(h — Ep)(h — Eh)T}
Pop = e{(m=Bn)(h—E)"}

Pro linearni odhad minimalizujici stfedni kvadratickou chybu pak plati:

b= Em —aEh
CLPhh — th =0

Tyto rovnice muzeme pro regularni matici Py, upravit na tvar

b = Emn— PP, By
a = PupPpl



Numerické feseni je zévislé na ndhodné vygenerovanych datech, napiiklad:

E, = 1.30
E, = 63.68
Py, = 153.28
Pon = 5998
a = 39.13
b = 12.66

To vede na linearni kvadraticky optimalni odhad zavislosti vahy na vysce

mrms(h) = 39.13h + 12.66
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Obrazek 4: Zavislost vahy na vySce

2.3 Poznamka

Zadany generator s velkou pravdépodobnosti generuje i zaporné hmotnosti. To je sice fyzikalné
nemozné, ale pro ucel naseho vypoctu LMS to nevadi, a proto tento piipad neosetiujeme a
vybrali jsme numericky piipad, kde k tomuto jevu nedochézi.



3 Kalmanuv filtr

3.1 Zadani

Pro stochasticky systém z bodu 1 navrhnéte Kalmantv filtr. Nejprve pfi navrhu uvazujte
znamé stochastické parametry Q, R (zvolené hodnoty z bodu 1). Nésledné vyzkousejte
nékolik navrhu pro jiné hodnoty Q a R (ptipad kdy je doptedu neznate). Jaky je vliv Q, R
na

e casové prubéhy odhadu stavu z(t) a vystupu g(t),
e ustalenou hodnotu Kalmanova zesilen{ L a pdly uzaviené smycky A — LC.

Analyzujte vliv spatného predpokladu o vlastnostech Sumu, které jste uvazovali pfi ndvrhu
Kalmanova filtru.

Pro Kalmanuv filtr se spravnymi parametry Sumu naleznéte ustélenou hodnotu Kalma-
nova zesileni a jemu odpovidajici ¢asové neproménny Kalmanuv filtr. Porovnejte jej s ¢asové
promeénnym.

3.2 Navrh filtru

Kalmanuv filtr fesi tlohu odhadovéani stavu stochastického systému na zakladé optimalniho
LMS odhadu. Algoritmus vypoctu Kalmanova filtru generuje posloupnost odhadu stavu x(k|k)
a kovaria¢ni matice chyb odhadu P(k|k), pticemz odhad stavu x(k|k) v kazdém kroku mini-
malizuje kritérium

Jrms = trace P(k|k).

Vlastni algoritmus muzeme rozdélit do dvou kroka. V datovém kroku opravime odhad
stavu v ¢ase k na zakladé dat az do ¢asu k—1 a chyby odhadu vystupu nasobené Kalmanovym
zesilenim. Podobné opravime i kovaria¢ni matici P.

x(klk) = x(klk—1)—L'(k)e(klk —1),
P(klk) = P(klk—1)-L'(k)CP(klk — 1),
kde e(klk — 1) = y(k) — y(k|k — 1).
V casovém kroku vypocitame odhad stavu pro nasledujici ¢as k + 1 z odhadu stavu a ze

znalosti dat az do ¢asu k. Podobné provedeme odhad i pro vypocet kovarianéni matice chyb
odhadu P(k + 1).

x(k+1k) = Ax(k|k)+ Bu(k),
P(k+1lk) = AP(klk—1)AT +Q,
Kalmanovo zesileni celého filtru je pak

L(k) = AL (k).



3.3 Variace parametri

Nejprve pii konstantni matici R z bodu 1 navrhujeme Kalmantv filtr pro matice Q1 = Q,
Q2 = % a Q3 = 1000Q odvozené od kovarianéni matice Q z bodu 1. Sledujeme vyvoj
odhadu stavil x3 a x4 a vystupu y1 a y2, které piimo odpovidaji prvnim dvéma stavum.
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Obrézek 5: Zavislost odhadu vystupu a stavii na volbé Q



Obdobné pii fixnim Q sledujeme zavislost odhadu vystupu a stavi na volbé matice
R; =R, Rz = 1&; a Rz = 1000Q odvozené od kovarianén{ matice R z bodu 1.
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Obrézek 6: Zavislost odhadu vystupu a stavii na volbé R

Odhady jsou vice zasuméné pro piilis velké Q. Malé Q sice poskytuje malo zasumény
odhad, ale vede na méné stabilni feseni. Volba R je analogicka. Ptilis malé R zptsobi horsi
odhady stavu, ale pro velké R jsou pdly uzaviené smycky A — LC méné stabilni. Spravnd
volba kovarianénich matic je proto dulezité.
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Obrazek 7: Zavislost L na volbé Q

Kalmannuv filtr je optiméalné nastaven pro Sum odpovidajici Sumu na realném systému, pii
zméndach kovarianci Sumu vSak dojde k zvysSeni chyby v odhadu stavu.
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Obrézek 8: Pély A — LC' v zévislosti na volbé Q
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Obréazek 9: Pély A — LC' v zéavislosti na volbé R
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