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1 Úvod

Ćılem této práce je porovnat metody aproximace funkćı založené na minimalizaci určitého
kritéria. Nejrozš́ı̌reněǰśı je metoda nejmenš́ıch čtverc̊u (LS - Least Squares), která je založena
na minimalizaci normy H2. Dále je popsána metoda nejmenš́ıch absolutńıch odchylek (LAD -
Least Absolute Deviations) založená na minimalizaci H1 normy a nakonec metoda minimalizuj́ıćı
normu H∞ známá pod jménem Čebyševova aproximace či minimax aproximace.

Základńı úlohou aproximace je proložeńı naměřených dat vhodnou funkćı, která je bude dobře
reprezentovat ve smyslu zvoleného kritéria. Na rozd́ıl od úlohy interpolace, zde neńı požadováno,
aby hledaná funkce procházela přesně zadanými body. To odpov́ıdá realitě, kdy naměřené hod-
noty jsou zat́ıženy chybou měřeńı a neńı d̊uvod domńıvat se, že tyto hodnoty jsou skutečně
správné hodnoty hledané funkce.

1.1 Formulace úlohy aproximace

Je dán vektor n r̊uzných uzlových bod̊u x = (x1, ..., xn)T ∈ Rn a vektor hodnot y = (y1, ..., yn)T ∈
Rn. Dále je dána tř́ıda funkćı F , definovaných alespoň v bodech x0, ..., xn ze které máme vybrat
takovou funkci ϕ(x) ∈ F , jej́ıž hodnoty se v bodech xi ”co nejméně lǐśı” od yi.

Uvažujeme př́ıpad, kdy F je lineárńı obal k vybraných (elementárńıch) funkćı. Pak hledaná
funkce ϕ(x) je lineárńı kombinaćı

ϕ(x) =
k∑

j=1

cjϕj(x), (1)

kde c = (c1, ..., ck)T ∈ Rk jsou koeficienty, které je třeba určit.
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2 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Tato metoda aproximace je založena na minimalizaci součtu druhých mocnin odchylek hledané
funkce od zadaných hodnot. Jinými slovy, hledáme koeficienty c1, ..., cn lineárńı kombinace (1)
takové, abychom minimalizovali druhou mocninu euklidovské normy

H2
2 = ‖r‖22 =

n∑
i=1

(ϕ(xi)− yi)
2 =

n∑
i=1

 k∑
j=1

cjϕj(xi)− yi

2

. (2)

Zavedeńım matice

A =

 ϕ1(x1) . . . ϕk(x1)
...

. . .
...

ϕ1(xn) . . . ϕk(xn)

 (3)

můžeme vektor odchylek (rezidúı) zapsat také ve tvaru

r = Ac− y (4)

a celý problém hledáńı optimálńıch koeficient̊u vyjádřit jako

c∗ = arg min
c∈Rk

‖r‖22 = arg min
c∈Rk

‖Ac− y‖22 . (5)

2.1 Řešeńı p̌ŕımou minimalizaćı normy

Normu, kterou minimalizujeme můžeme vyjádřit jako

‖r‖22 = rT r = (Ac− y)T (Ac− y) . (6)

Roznásobeńım tohoto výrazu źıskáme kvadratickou formu

‖r‖22 = cT AT Ac− cT AT y − yT Ac + yT y, (7)

jej́ıž minimum lež́ı v bodě, ve kterém je derivace kvadratické formy nulová.

∂

∂c
‖r‖22 = 2AT Ac− 2AT y = 0. (8)

Za předpokladu, že sloupce matice A jsou lineárně nezávislé, existuje analytické řešeńım ve
tvaru

c∗ =
(
AT A

)−1
AT y. (9)

Výraz (9) se však pro numerický výpočet př́ılǐs nehod́ı a proto se použ́ıvá rozkladu matice A
metodou Choleskyho faktorizace, QR rozkladu či SVD rozkladu.
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3 Metoda nejmenš́ıch absolutńıch odchylek

Na rozd́ıl od metody LS je tato metoda založena na minimalizaci normy

H1 = ‖r‖1 = ‖Ac− y‖1 =
n∑

i=1

|ϕ(xi)− yi| , (10)

kdy hledáme optimálńı koeficinety

c∗ = arg min
c∈Rk

‖Ac− y‖1 . (11)

Minimalizaci normy H1 lze řešit metodou lineárńıho programováńı následuj́ıćım zp̊usobem

min
{
eT r : Ac− y ≤ r,Ac− y ≥ −r

}
. (12)

Zavedeńım vektoru z =

[
c
r

]
a sloučeńım obou podmı́nek můžeme výraz (12) převést na

standardńı úlohu lineárńıho programováńı

min
{

fT z : Ãz ≤ ỹ
}
, (13)

kde

Ã =

[
A −E
−A −E

]
, ỹ =

[
y
−y

]
, f = [0 . . . 0, 1 . . . 1]T , (14)

E je jednotková matice a e je jednotkový vektor.

4 Čebyševova aproximace

Tato metoda, také nazývaná minimax aproximace, je založena na minimalizaci normy

H∞ = ‖r‖∞ = max {|r1|, . . . , |rn|} . (15)

Minimalizaci normy H∞ lze opět řešit metodou lineárńıho programováńı následuj́ıćım zp̊usobem

min {t : Ac− y ≤ te,Ac− y ≥ −te} , (16)

kde t = H∞ je maximálńı chyba, kterou se snaž́ıme minimalizovat. Zavedeńım vektoru z =

[
c
t

]
a sloučeńım obou podmı́nek můžeme výraz (16) převést na standardńı úlohu lineárńıho pro-
gramováńı

min
{

fT z : Ãz ≤ ỹ
}
, (17)

kde

Ã =

[
A −e
−A −e

]
, ỹ =

[
y
−y

]
, f = [0 . . . 0, 1]T . (18)
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5 Porovnáńı metod na p̌ŕıkladu

Všechny uvedené metody byly porovnány na př́ıkladu aproximace dat př́ımkou. Data byla vy-
generována podle rovnice

y = 2x+ 3 + e, (19)

kde e ∼ N (µ, σ2) je náhodná chyba s normálńım rozděleńım se zvolenými parametry N (0, 0.5).

Celkem bylo vygenerováno 21 vzork̊u na intervalu 〈0, 10〉 a několik hodnot bylo dodatečně
vychýleno, aby se v́ıce projevil rozd́ıl mezi jednotlivými metodami, předevš́ım odolnost aproxi-
mace oproti výrazně vychýleným hodnotám.

5.1 Řešeńı

Protože data byla vygenerována podle lineárńı závislosti, hledáme aproximaci ve tvaru

ϕ(x) = c2x+ c1, (20)

která minimalizuje př́ıslušné kritérium.

Nejprve najdeme aproximaci pomoćı metody LS. Podle rovnice (3) vygenerujeme matici dat
ve tvaru

A =

 1 x1

...
...

1 xn

 (21)

a dosazeńım do výrazu (9) źıskáme př́ımo koeficienty c1, c2.

Při řešeńı metodou LAD vezmeme opět matici (21) a nav́ıc sestav́ıme rozš́ı̌rené matice podle
předpisu (14). Úlohu lineárńıho programováńı (13) vyřeš́ıme v programu MATLAB voláńım
funkce

z = linprog
(
f , Ã, ỹ

)
.

Stejným zp̊usobem řeš́ıme Čebyševovu aproximaci, pouze sestav́ıme př́ıslušné rozš́ı̌rené mat-
ice podle (18).
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Obrázek 1: Porovnáńı jednotlivých metod při aproximaci lineárńı závislosti.
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Obrázek 2: Absolutńı odchylka aproximace v uzlových bodech.
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Obrázek 3: Histogram absolutńı chyby pro jednotlivé metody.

6 Závěr

Maj́ı-li naměřené hodnoty y charakter součtu hodnot aproximované funkce ϕ(x) a šumu
s normálńım rozložeńım, pak metoda nejmenš́ıch čtverc̊u dává maximálně věrohodné řešeńı.
Nicméně, je-li šum v datech jiného charakteru, jako ve výše uvedeném př́ıkladu, má smysl
uvažovat i jiné metody aproximace.

Na obr. 1 jsou pr̊uběhy jednotlivých aproximaćı. Metodou nejmenš́ıch absolutńıch odchylek
(LAD) źıskáme aproximaci, která velmi dobře sleduje většinu dat. Jej́ı pr̊uběh se neodchýĺı
vlivem vychýlených hodnot jako u metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Metodu LAD tedy můžeme
považovat za robustńı metodu aproximace. Také z histogramu chyb na obr. 3 je patrné, že
metoda LAD ma oproti metodě LS největš́ı četnost malých chyb.

Pomoćı Čebyševovy aproximace zase źıskáme pr̊uběh, který má nejmenš́ı možnou maximálńı
chybu. To je velmi dobře patrné jak z pr̊uběhu chyby na obr. 2 tak z histogramu, který je pro
tuto metodu nejužš́ı. Tato metoda se hod́ı v př́ıpadě, kdy potřebujeme minimalizovat maximálńı
chybu.
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