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1 Uvod

Cilem této prace je porovnat metody aproximace funkci zalozené na minimalizaci uréitého
kritéria. Nejrozsifenéjsi je metoda nejmensich ¢tvercu (LS - Least Squares), kterd je zalozena
na minimalizaci normy Hs. Déle je popsdna metoda nejmensich absolutnich odchylek (LAD -
Least Absolute Deviations) zalozend na minimalizaci H; normy a nakonec metoda minimalizujici

normu H,, znama pod jménem CebySevova aproximace ¢i minimax aproximace.

Zakladni tlohou aproximace je prolozeni namétenych dat vhodnou funkci, kterd je bude dobie
reprezentovat ve smyslu zvoleného kritéria. Na rozdil od tlohy interpolace, zde neni pozadovano,
aby hledand funkce prochazela presné zadanymi body. To odpovida realité, kdy naméfené hod-
noty jsou zatizeny chybou méfeni a neni duvod domnivat se, ze tyto hodnoty jsou skutecné
spravné hodnoty hledané funkce.

1.1 Formulace ulohy aproximace

Je dan vektor n riiznych uzlovych bodt x = (21, ..., z,)7 € R™ a vektor hodnoty = (y1, ..., yn)? €
R™. Déle je dana tiida funkci F, definovanych alespon v bodech zg, ..., , ze které mame vybrat
takovou funkci ¢(x) € F, jejiz hodnoty se v bodech z; ”co nejméné lisi” od y;.

Uvazujeme piipad, kdy F je linedrni obal k vybranych (elementdrnich) funkci. Pak hledana
funkce p(z) je linedrni kombinaci

k
p(z) =) cjpi(x), (1)
j=1

kde ¢ = (c1,...,cx)T € R* jsou koeficienty, které je tieba urcit.
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2 Metoda nejmensich &tverci

Tato metoda aproximace je zalozena na minimalizaci sou¢tu druhych mocnin odchylek hledané
funkce od zadanych hodnot. Jinymi slovy, hleddme koeficienty c1, ..., ¢, linedrni kombinace (1)
takové, abychom minimalizovali druhou mocninu euklidovské normy

2

n n k
H; = |r[l5 = Z (p(e:) —yi)? = Z chﬂpj(ﬂfz‘) — Y| - (2)
i=1 i=1 \j=1
Zavedenim matice
p1(r1) o pr(T1)
A= : : (3)
#1 (xn) Spk(xn)

muzeme vektor odchylek (rezidui) zapsat také ve tvaru
r=Ac—-y (4)
a cely problém hledani optiméalnich koeficienti vyjadiit jako

¢* = arg min ||r||? = arg min ||[Ac — y||?. 5
g min 3 = arg min | Ac o)

2.1 Reseni pfimou minimalizaci normy

Normu, kterou minimalizujeme muzeme vyjadiit jako
Ir|; =r"r = (Ac—y)" (Ac—y). (6)
Roznésobenim tohoto vyrazu ziskame kvadratickou formu
Irll5 = c"ATAc - c"ATy —y"Ac+yTy, (7)
jejiz minimum lezi v bodé, ve kterém je derivace kvadratické formy nulova.
9 2 T T
%HrHQ:QA Ac—-2A"y=0. (8)

Za ptedpokladu, zZe sloupce matice A jsou linedrné nezéavislé, existuje analytické fesenim ve
tvaru

¢ = (ATA) ' ATy. 9)

Vyraz (9) se v8ak pro numericky vypocet pfili§ nehodi a proto se pouzivé rozkladu matice A
metodou Choleskyho faktorizace, QR rozkladu ¢i SVD rozkladu.
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3 Metoda nejmensich absolutnich odchylek

Na rozdil od metody LS je tato metoda zalozena na minimalizaci normy

Hi = el = llAc—yl, =) lezi) —uil, (10)
i=1

kdy hleddme optimalni koeficinety
¢’ =arg min [|[Ac—yl||; . (11)
ceRF

Minimalizaci normy H; lze fesSit metodou linearniho programovani nasledujicim zpusobem

min{eTr:Ac—ygr,Ac—yZ—r}. (12)

, Y o . , o , o2
Zavedenim vektoru z = [ ] a slout¢enim obou podminek muzeme vyraz (12) prevést na
r

standardni tilohu linedrniho programovani

min {sz tAz < i} , (13)
kde
Y A -E ~ y T
A= = f=00...0,1...1 14
[_A el Y [_y], [ : I (14)

E je jednotkova matice a e je jednotkovy vektor.

4 CebySevova aproximace

Tato metoda, také nazyvand minimax aproximace, je zalozena na minimalizaci normy
Hoo = ||r|loo = max{[r|,..., |rnl}- (15)
Minimalizaci normy H lze opét fesit metodou linedrniho programovani nasledujicim zptusobem

min{t: Ac—y <te,Ac—y > —te}, (16)

. LI <. o . . ; C
kde t = H, je maximalni chyba, kterou se snazime minimalizovat. Zavedenim vektoru z = [ ; ]

a sloucenim obou podminek muzeme vyraz (16) pfevést na standardni tlohu linedrniho pro-

gramovani

min {sz tAz < y} , (17)
kde
A:! A _e], yzl Y ] f=10...0,1. (18)
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5 Porovnani metod na pfikladu

Vsechny uvedené metody byly porovnany na piikladu aproximace dat piimkou. Data byla vy-
generovana podle rovnice
y=2x+3+e, (19)

kde e ~ N (i, 0?) je ndhodn chyba s normalnim rozdélenim se zvolenymi parametry N(0,0.5).

Celkem bylo vygenerovdno 21 vzorku na intervalu (0, 10) a nékolik hodnot bylo dodate¢né
vychyleno, aby se vice projevil rozdil mezi jednotlivymi metodami, pfedevsim odolnost aproxi-
mace oproti vyrazné vychylenym hodnotam.

5.1 Regeni

Protoze data byla vygenerovana podle linedrni zavislosti, hledame aproximaci ve tvaru
p(r) = cox + c1, (20)
ktera minimalizuje prislusné kritérium.

Nejprve najdeme aproximaci pomoci metody LS. Podle rovnice (3) vygenerujeme matici dat
ve tvaru

A= (21)
1 =z,
a dosazenim do vyrazu (9) ziskdme piimo koeficienty ¢, ca.

Pii feseni metodou LAD vezmeme opét matici (21) a navic sestavime rozsifené matice podle
predpisu (14). Ulohu linedrniho programovani (13) vyfesime v programu MATLAB voldnim
funkce

z = linprog (f, K,?) .

Stejnym zpusobem feSime CebySevovu aproximaci, pouze sestavime prislusné rozsirené mat-
ice podle (18).
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Obrazek 1: Porovnani jednotlivych metod pfi aproximaci linedrni zavislosti.

12 T T T T T T T T T
—@— metoda LS

—@— metoda LAD
—O— metoda Chebyshev| -

T

10

oo
T
i

(o2}
T
i

odchylka [f(x) - Y|

Obrazek 2: Absolutni odchylka aproximace v uzlovych bodech.



NEJMENST CTVERCE A JINE NORMY 6

metoda LS metoda LAD metoda Chebyshev
15 15 15
10 10 10
? 1] ?
o [e] o
= = =
D @ D
o o o
5 5 5 :
: L ; ‘T 1R Al
0 5 10 0 5 10 0 5 10
r. r r

Obrazek 3: Histogram absolutni chyby pro jednotlivé metody.

' 4
6 Zaveér
Maji-li naméfené hodnoty y charakter sou¢tu hodnot aproximované funkce o(z) a Sumu
s normélnim rozlozenim, pak metoda nejmensich ¢tvercu davd maximdalné vérohodné feSeni.

Nicméné, je-li Sum v datech jiného charakteru, jako ve vySe uvedeném ptikladu, ma smysl

uvazovat i jiné metody aproximace.

Na obr. 1 jsou prubéhy jednotlivych aproximaci. Metodou nejmensich absolutnich odchylek
(LAD) ziskdme aproximaci, kterd velmi dobfe sleduje vétsinu dat. Jeji prubéh se neodchyli
vlivem vychylenych hodnot jako u metody nejmensich ¢tvercu. Metodu LAD tedy muzeme
povazovat za robustni metodu aproximace. Také z histogramu chyb na obr. 3 je patrné, ze
metoda LAD ma oproti metodé LS nejvétsi cetnost malych chyb.

Pomoci Cebysevovy aproximace zase ziskdme pritbéh, ktery ma nejmens! moznou maximaln{
chybu. To je velmi dobie patrné jak z prubéhu chyby na obr. 2 tak z histogramu, ktery je pro
tuto metodu nejuzsi. Tato metoda se hodi v pripadé, kdy potifebujeme minimalizovat maximalni
chybu.
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